Correction du DST n°4

Exercice 1
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en étudiant I’égalité coefficient par coefficient on voit que celle ci est équivalente au systeme

{ “t

N|—=

N|—=

dont

I'unique solution est a =1 et b = %.

3
2 _ —
A—A+4I.

On en conclut que

3. Pour n =0 on a A° = I par définition.
Supposons que pour un certain entier n on ait A™ = a, A+ 8,1. Alors :

AT = A x A
= A(anA + Bnl)
= a, A + B, Al

3

3

3
avec py1 = Qi + By et Bpy1 = zan.

On en conclut par récurrence que pour tout entier naturel n il existe deux réels a,, et 5, tels que A™ = o, A + B, 1.

donc A" =, 1A+ Bpiid

4. (a) Pour tout entier naturel n on a :

Ap42 = Gp41 + Bn+1

= Op+1 + -y,

4

‘ donc («,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

(b) L’équation caractéristique de (ay,) est 72 =r + 3 <= 4r? —4r —3=0.
Apres calcul ses solutions sont :

. 3
rn=—— et ro=—
! 2 279

On en déduit d’apres le cours qu'il existe un couple (A, 1) de réels tels que :

1\" 3\"
Y N n=Al—= —
neN, « ( 2) —|—,u<2)

Comme A =T =0A+1Tet A=1A+0Ionacayg=0et fop=1,puisa; =1et B =0.



En écrivant la relation 1 pour n =0 et n = 1 on obtient donc :

{ Adp =0
A 3p
atT =

—_

d’Ol\l)\:*% etu:%.

Finalement :

VneN, a,= % (<3>n ) <;)”>

3 3((3\"" "
(¢) Pour tout n > 1ona:6, = 101 donc 8, = 3 <<2> - <_2) )

Lorsque n = 0, on sait que Sy = 1. Voyons si cette formule marche toujours :

(@36

3 3 n—1 1 n—1
donc la formule 3, = = (() - (—) > est finalement valable pour tout entier naturel n.

8 2 2
(a) De la relation A% = A+ 21 on peut déduire 5(A? — A) = I donc A x 5 (A—1) = I. Ainsi A est inversible et
4
A_l == g(A — I)
(b) Si on étend les définitions de (o) et (8n) & n = —1 on obtient :

o3 () ) 3
m=3 () - ()

or A7l = %A — %I = a_1 A+ [_11 donc ces expressions sont encore valables pour n = —1.

En écrivant « _! §*”_ ! - et 8 _3 §*”*1_ ! o on a:
: vanb @-n =5 {2 2 =3 \2 2 '

A"B,, = (anA + Bul) (0—nA + B_n])

= anaanQ +anBnA+ Bra_nITA+ 6715nt2

3
= anafn(A + 11) + anﬁan + Bnaan + 5n57n-[

3
(anafn + anﬁfn + afnﬁn)A + <4anan + 577,577,) I

(@ -ENE-6))



d’out

et

(OGO
<

_ % 4k (=3)" 4 (=34 4)
1
QnOi—p + By + a_pBn :E(Zl —4x (=3)"—4x(-3)""+4+2+6x (=3)"

+2% (=3)7" = 64+2+6x (=3)" +2 x (=3)" —6)

=0

3
—QpQ_p + ﬂnﬁfn =

. (12—12 x (=3)" =12 x (=3) " + 1244 — 36 x (—3)" "1 =36 x (=3)"" "' +36)

8

(64 —12x (=3)" =12 x (=3)™" — % x (=3)" — % X (—3)‘”)

Rl =

=1

donc finalement : A™ x B,, = I.

7. On peut en déduire que B,, = (A")~!, c’est a dire que pour tout n € N: A= = a_,, A+ 3_, 1, donc les expressions de
an et B, sont finalement valables pour tout n € Z.

Exercice 2

1. A chaque manche il y a un seul vainqueur qui est A, B ou C. Puisque A et B ont chacun probabilité p de gagner, si
on note ¢ la probabilité de C' de gagner une manche on a : 2p + ¢ =1, donc ¢ = 1 — 2p.

2. (a)

(b)

Pour que 'un des joueurs gagne le jeu a l'issue de la deuxiéme manche, il faut qu’il gagne deux parties consécutives.

La probabilité de gagner les deux premieres partie est p? pour A et pour B, et pour C elle est de (1 — 2p)?2. Ces
trois événements étant incompatibles, la probabilité que le jeu s’arréte au bout de 2 manches est de 2p? + (1 —2p)2.

Puisque le jeu ne peut pas étre gagné en une manche, il comporte au moins deux manches. L’événement « le
jeu comporte au moins trois manches » est donc le contraire de « le jeu s’arréte au bout de deux manches ». Sa
probabilité est donc 1 — 2p? — (1 — 2p)2.

A gagne le jeu a 'issue de la troisieme manche si et seulement si A a aussi gagné la 2éme manche, et n’a pas gagné
la lére manche (sinon il aurait gagné au bout de 2 manches). A perd la premiére manche avec probabilité 1 — p
et gagne les deux suivantes avec probabilité p?. La probabilité de 1’événement « A gagne & l'issue de la troisieme
manche » est donc (1 —p)) x p? = p? — p.

]P(Al) = ]P)(Bl) =p et ]P(Cl) =1- 2])

Pour que A, soit réalisé, il faut que As gagne la deuxiéme manche sans avoir gagné la premiere donc P(As) =
(1=p)p.

De méme, P(Bz) = (1 — p)p et P(Cy) = 2p(1 — 2p).

Soit n € N*. Pour que A, 11 soit réalisé, il faut que A gagne la n + 1-éme manche et que B ou C gagne la n-éme
manche sans pour autant gagner le jeu, d’ott P(4,11) = (P(By) + P(Cy)) X p, donc ant+1 = p(by + cn).

De méme pour B : b,+1 = p(a, + ¢,,) (probabilité que A ou C' gagne la n-éme manche sans gagner le jeu puis que
B gagne la n + 1-éme).

De méme pour C : ¢p41 = (1 — 2p(ay, + b,) (probabilité que A ou B gagne la n-éme manche sans gagner le jeu,
puis que C' gagne la n + 1-éme.



4.

(c)

(d)

(a)

(b)

Raisonnons par récurrence : pour n = 1 on a déja montré que P(A;) = P(By).

Supposons que P(A,,) = P(B,,) pour un entier n € N* quelconque. Alors d’apres la question précédente : P(A4,,41) =
p(P(By) +P(Cy)) = p(P(A,) +P(C,)) = P(B,+1) par hypotheése de récurrence, donc I’égalité est encore vraie au
rang n + 1. Par récurrence on en conclut que : Vn € N*, P(A,) = P(B,).

On a donc P(Cy41) = 2(1 — 2p)P(A,).

Pour tout n € N* on a :

O p p an pbn + PCn Ap+1
AXn = p 0 p bn = payn + pey, = bn+1 = Xn+1
1-2p 1-2p 0 Cn (1 —-2p)ay, + (1 —2p)b, Cni1

11 suffit de calculer et de vérifier que P x P~! = I. C’est bien le cas donc P est inversible d’inverse P~1 =

1 3 3 2
1—0 2 2 =2

5 -5 0
On calcule :

L (3 3 2 01 1 1 1 1
P‘lAP:% 2 2 =2 1 0 1 1 1 -1
5 =5 0 33 0/\2 -3 0
L (3 3 2 3 -2 -1
=5 2 2 —2]13 -2 1
5 -5 0 6 6 0
L (30 0 0
=55 0 —20 0
0 0 -10
3 0 0
1
=z 0 -2 0
0 0 -1

donc D est bien diagonale.

Pour n = 0 on a A® = I par définition, et PD°P~! = PIP~! = PP~ = I, donc 1’égalité est vraie pour n = 0.
Remarquons que grice au résultat précédent on a PDP~! = A en multipliant par P & gauche et P~! & droite.
Supposons que A™ = PD™P~! pour un certain entier n.

ATl = A x A"
=PDpP lppnp~! par hypothése de récurrence
= PDID"P~!
= pp"tip!

donc I’égalité est encore vraie pour n + 1.
Par récurrence on en conclut que pour tout n € N, A» = PD"P~1,

Comme X, 4, = AX,, pour tout entier n € N* on en déduit par récurrence immédiate que X,, = A" 1X;.

3n—1 0 0
1
Pour tout n € N, D"~! = - 0 (-2t 0 et A1 = pPD" 1P~ donc X,, = PD"'1P71X;
o 0 (-1
1
avec X1 =-|[1
3

a, est la premiére ligne de X,, donc il suffit de calculer la premiere ligne de PD" 'P~1X; :



1 11 1 3n—t 0 0 3 3 2 1
PD"'PIX, = 05T 1 1 -1 0 (=2t 0 2 2 =211
x -3 0 0 0 (-1 \5 =5 0
1 11 1 3n-t 0 0 12
e 0 (=2t 0 -2
% -3 0 0 0 (-1)m=1/) \ o
1 1 1 1 12 x 37—t
BT N B
-3 0 0
1 12 x 3n=t 4 (=2)
T 50 x 5o :

*

12x 37714 (=2)" 4 x 3"+ (=2)"
50x 571 10 x5
(e) On en déduit que pour tout n € N* :

donc pour tout n € N*, a,, =

b A x 3T+ (2"
" 10 x 57
et pour tout n > 2 :

6 4x3ntp (=2l 4x3n 43 x (=2) !
Cpn == X2, 1==X =
5 5 10 x 5n—1 s+l
3 4x3'+3x (-2 15 3
pourn=1lonac=1-2p=—, et x +52 x(=2) =% =5 donc la formule précédente est encore valable

pour n = 1 donc valable pour tout n € N*.

(f) Le jeu n’est pas achevé a l'issue de la n-éme manche si A,, B, ou C, est réalisé. Ces trois événements étant
incompatible on a :

P(A,UB,UC,) =P(A,) + P(B,) + P(C,)

CAX3TH(=2)" 4 x3"43x (=2
- gn+1 gn+1

8 x3n 4 (—2)n !

5n+1
S (BT L (2 nt
57 \5 25 5
3\" 2\"
comme —1 < % <let —-1< f% < lona lim <) = lim (> = 0 donc par produit et somme de
n—+oo \ H n—-+o0o 5
limites : lim P(A4,UB,UC,)=0.
n—-+oo
Probléme
. * n+1 1 n 1 1 .
1. Pour tout entier n € N* ona H,yy — Hy, =), 7~ Yokt Pl > 0 donc (H,) est croissante.

2. Soit n € N*. On a :

T =
T =

2n
H2n - Hn = Z
k=1

n
k=1

T =

2n
k=n+1



1 1
or pour tout k € {n+1,...,2n}, p > o donc :
n

vV
—
M
—

>

>

3. (Hp,) est croissante, donc soit elle converge, soit elle tend vers +oo.

Supposons qu’elle converge vers un réel £, alors lim Hs, = ¢, donc lim (Hs, — H,) = 0. Par passage a la limite
n—-4o0o n—-4o0o

dans 'inégalité Hs, — H, > % on obtient 0 > %, contradiction.
On en conclut que lim H,, = +o0.
n—-+4oo

1 o}
4. Comme w, ~ —, il existe une suite (a,) telle que lim «, =1 et pour tout n € N, w,, = —.
n n—-+00 n

1
Comme liIE an, = 1 il existe un rang ng tel que pour tout n > ng, 1 — ¢ < a,, < 1+ ¢, d’ott en multipliant par — :
n—+o00 n

l—-¢ o, 1+4e¢
<"<Jr

n n n
donc

1—¢ 1+¢
<wy, <

5. Pour tout n > ng :
n
Tn = Zwk
k=1
= Zwk—i— Z Wk

k=no+1
donc en sommant les inégalités de la question précédente :
no n 1 —¢
OED SRS St =
k=1 k=no+1
no n 1
> +(1—€ -
dH1=e) X 1
k=1 k=no+1

> Z+(1 - 5)(Hn - H’Vlo)

k=1

6. Comme (1 —¢) >0on a lim (1 —&)(Hy, — Hy,) = 400 d’apres la question 3, et ;" wy est une constante, donc

par somme de limites : hm T = +00.

7L—> oo
1 n .
7.Sip=0onau, = azl, donc S, =) ,_;1=mn et donc hm S,, = +o00.
" 1 1
Sipzl,onaun:%:n_i_ldoncé‘ Zklk—f—lizkgk n+171doncngrfooSnquoodapresla
question 3.



8. (a) SoitneN.Ona:

(n+2)!p!
2)Upyo = 2) X ——————
(n+2)!p!
 (ntp+ 1)
(n+1)!p!
=(n+2) x ——— 2P
( ) (n+p+1)!
= ('fl + 2) X Un+1
1 1 1 21p! P
(b) Pour n =1 on sait que S1 =u31 = —— = ——, et ug = = = donc :
Chyr pH1 Chya (+2)! (p+D+2)
L - (4 p+ Dug) = — (1— 2Ap+2) )
p—1 V-1 (p+1)(p+2)
1 (p+1 2
S p—1\p+1l p+1
_ ptl1-2
P=D+1)
1
Cpl
donc on a bien I’égalité voulue pour n = 1.
Supposons ’égalité vraie pour un entier naturel n non nul quelconque. Alors
1 1
o1 (I=(m+1+p+1Dupte) = o1 (1= (n+p+2)uny2)
= 1 (1—(m+2)ups1) d’apres la question précédente
1
= Zfl(l —(n+p+1+1-plups)
1 1—p
=—(1- Dun, —up
pfl( (n+p+1u +1)+17pu +1
= Sp + Upt1 par hypothese de récurrence
— Pn+1

donc ’égalité est encore vraie au rang n + 1.
Par récurrence on en conclut que pour tout n € N* on a :

1

9. (a) SoitneN.Ona:



Un41 — Up = (n +p+ l)un+1 - (n —|—p)un

_(4p+D)(n+ 1Pl (n+p)nip!
N (n+p+1)! (n+p)!

 (n+1)Ip! — (n 4 p)nlp!
- (n+p)!

— s 1= (n+p)
(1 — p)nlp!
(n+p)!

avec 1 — p < 0 par hypothese donc v,4+1 — v, < 0, donc (v,,) est décroissante.

(b) Comme (vy,) est clairement positive, et décroissante d’apres la question précédente, on en conclut que (vy,) converge
vers un réel £ > 0.

(¢) Ona (n+p+ 1)upt1 = vpyr1 pour tout n € N* donc lim (n+p+ Dupyr = 4.

n—-4o0o
1-/
Par opérations sur les limites dans I’égalité de la question 8.b) on obtient que S,, converge et que liIE S, = 1
n—-+0oo p —
v l
10. (a) Comme u, = - +"p et que v, n—?jroog et n —&—pn_}ioon on en déduit u,, ety

(b) D’apres la partie II, comme u,, ~— on a lilf Sp = 400, ce qui contredit le fait que (S,,) converge d’apres la
n n——+oo

question 9.c).
1

11. On déduit des questions précédentes que £ = 0, donc lim S, = ——.
n—-4o00 p— 1



